
lycée FABERT
MP

colles
PROGRAMME SEMAINES 5 ET 6

Réduction des endomorphismes

On note K un corps (on prend en pratique K =R ou C).

Valeurs propres, vecteurs propres

En dimension quelconque
Valeur propre, vecteur propre, sous-espace propre.
Les sous-espaces propres sont en somme directe.
Toute famille de vecteurs propres dont les valeurs propres sont deux à deux

distinctes est libre.
Si deux endomorphismes commutent, l’un stabilise les sous-espaces propres

de l’autre.

En dimension finie
Spectre d’un endomorphisme : ensemble de ses valeurs propres.
Polynôme caractéristique χu d’un endomorphisme u ∈L (E) :
— Ses racines sont les valeurs propres de u.
— Il est de degré n = dimE.
— Il est unitaire.
— Son coefficient de degré n−1 est −tru.
— Son terme constant est (−1)n detu.
Multiplicité d’une valeur propre.
Il existe au plus n valeurs propres, comptées avec multiplicités.
Si χu est scindé, alors :
— La somme des valeurs propres de u, comptées avec multiplicités, est

tru.
— Le produit des valeurs propres de u, comptées avec multiplicités, est

detu.

Cas des matrices
On étend les définitions précédentes à une matrice A ∈ Mn(K) en considé-

rant l’endomorphisme uA ∈L (Kn) canoniquement associé à A.
Si A est une matrice triangulaire, ses valeurs propres sont ses coefficients

diagonaux (et la multiplicité d’une valeur propre est son nombre d’occurrences
sur la diagonale).

Deux matrices semblables ont même polynôme caractéristique (donc mêmes
valeurs propres, avec les mêmes multiplicités).

Si A = tB alors A et B ont même polynôme caractéristique.
Si A = MatB(u) est la matrice d’un endomorphisme u dans une base B,

alors A et u ont même polynôme caractéristique.

Endomorphismes induits
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u ∈ L (E) un endomor-

phisme stabilisant un sous-espace vectoriel F de E. Alors χv divise χu.
Application :

∀λ ∈Sp(u), 16 dλ6 mλ,

où dλ = dimEλ(u) est la dimension du sous-espace propre de valeur propre λ,
et mλ est la multiplicité de λ comme valeur propre de u.
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Polynôme en un endomorphisme ou en une matrice

Définitions
Polynôme en un endomorphisme ou en une matrice.
Polynôme annulateur.

Lien avec les valeurs propres
Soit un endomorphisme u ∈L (E) admettant une valeur propre λ ∈ K :
— Si P ∈ K[X ] alors P(λ) est une valeur propre de P(u).
— En particulier : si P annule u alors λ est racine de P.

Théorème de Cayley-Hamilton (démonstration non exigible)

Lemme des noyaux

Polynôme minimal
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u ∈L (E).

On a un morphisme d’algèbres ϕ : K[X ] −→ L (E)
P 7−→ P(a)

— Son image K[u] est une sous-algèbre commutative de L (E).
— Son noyau kerϕ est l’idéal des polynômes qui annulent u. Cet idéal

étant non nul, il est engendré par un unique polynôme unitaire Πu, ap-
pelé le polynôme minimal de u.

Quelques caractérisations du polynôme minimal de u :

Πu unitaire et kerϕ= 〈Πu〉

Πu unitaire et ∀P ∈ K[X ], P(u)= 0 ⇐⇒ Πu|P
Πu unitaire et Πu(u)= 0 et ∀P ∈ K[X ], P(u)= 0=⇒ [P = 0 ou degΠu 6 degP]

Selon le théorème de Cayley-Hamilton, on a : Πu | χu
et donc : degΠu 6 dimE.

Si u stabilise un sous-espace vectoriel F, on a, en notant v ∈ L (F) l’endo-
morphisme induit par v :

Πv | Πu.
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Diagonalisation
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et u ∈L (E).

• Les conditions suivantes sont des CNS pour que u soit diagonalisable :

(1) Il existe une base B de E formée de vecteurs propres de u.

(2) Il existe une base B de E où la matrice MatB(u) de u est diagonale.

(3) E = ∑
λ∈Sp(u)

Eλ(u).

(4) E = ⊕
λ∈Sp(u)

Eλ(u).

(5) dimE = ∑
λ∈Sp(u)

dimEλ(u).

(6) Le polynôme χu est scindé sur K et ∀λ ∈ Sp(u), dλ = mλ (notations de la
page 1).

(7) Le polynôme minimal de u est scindé à racines simples.

(8) Il existe un polynôme annulateur de u scindé à racines simples.

(9) Le polynôme
∏

λ∈Sp(u)
(X −λ) annule u.

Le polynôme minimal est alors Πu = ∏
λ∈Sp(u)

(X −λ).

• La condition suivante est une CONDITION SUFFISANTE pour que u soit
diagonalisable :

(10) Le polynôme caractéristique χu est scindé à racines simples.

Les sous-espaces propres de u sont alors tous de dimension 1.

• Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. On note v l’endomorphisme
de F induit par u. Si u est diagonalisable, alors v aussi.

• Méthode pour diagonaliser

• Théorème spectral (admis provisoirement) :
Toute matrice symétrique réelle est diagonalisable sur R
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Trigonalisation

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et u ∈L (E).

• L’endomorphisme u est trigonalisable si, et seulement si, son polynôme ca-
ractéristique χu est scindé.

• Les conditions suivantes sont des CNS pour que u soit trigonalisable :

(1) Il existe une base B de E telle que MatB(u) soit triangulaire supérieure.

(2) Il existe des sous-espaces vectoriels u-stables F0, . . . ,Fn de E tels que :

F0 ⊆ F1 ⊆ ·· · ⊆ Fn et ∀k ∈ [[0;n]], dimFk = k.

(3) Le polynôme caractéristique χu est scindé sur K .

(4) Le polynôme minimal de u est scindé sur K .

(5) Il existe un polynôme scindé sur K qui annule u.

• Soient E un K-espace vectoriel et u ∈L (E).
Si un polynôme scindé P(X ) annule u, le lemme des noyaux fournit une dé-
composition de E en somme directe de sous-espaces u-stables sur chacun des-
quels l’endomorphisme induit par u est la somme d’une homothétie et d’un
endomorphisme nilpotent.
Interprétation matricielle.

• Exemples de trigonalisations de matrices.

Endomorphismes nilpotents

• Définition ; indice de nilpotence

• On suppose que K est un sous-corps de C. Soit A ∈Mn(K).
Les conditions suivantes sont des CNS pour que A soit nilpotente :

(1) ∃N ∈N, ΠA(X )= X N

(2) χA(X )= X n

(3) An = 0

(4) SpC(A)= {0}

(5) A trigonalisable sur K , de seule valeur propre 0.

(6) A est semblable à une matrice triangulaire supérieure T ∈ Mn(K) dont
tous les coefficients diagonaux sont nuls.

Idem pour les endomorphismes en dimension finie, sauf (4) si K 6=C.

Exercices de la banque CCP à préparer :
semaine 5 : 65, 67, 73, 93
semaine 6 : 59, 62, 69, 72, 83
prévisions semaine 7 : 70, 88, 91 + fonctions convexes
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http://www.concours-commun-inp.fr/_attachments/nouvel-accordeon-2/banque_finale%2520MP_19_avec_corr.pdf

