
2.1 Arbres d’entiers

Déf. I I .3 (Arbre d’entiers) Un arbre d’entiers a est une structure qui peut soit être vide (notée ∅),
soit être un nœud qui contient une étiquette entière (notée E(a)) et des fils (notée S(a)), une suite,
éventuellement vide, desous-arbresqui sont tousdes arbres d’entiersnon vides.

Exemple I I .1 (Arbres d’entiers) Voici troisexemples d’arbresd’entiers :

7

9

6

5 8

3 4

3

9 4

5

6

7

8

3

4

5

6 8 7

9

Question I I .17 Exprimer la définition II.3 sous la forme d’une propriété A(a) qui est vraie si et
seulement si a est un arbred’entiers. A(a) sera écriteen exploitant ∅ et S(a).

2.2 Repr ésentation des arbres d’entiers en CaML

Un arbre d’entierset une listed’arbres d’entiers sont représentés par les typesCaML :

type arbre = Vide | Noeud of int * arbres
and arbres == arbre list;;

Dans l’appel Noeud( e, s), les paramètres e et s sont respectivement l’ étiquette et la liste
des fils de la racinede l’arbrecréé.

Exemple I I .2 Le termesuivant

Noeud( 7, [
Noeud( 9, [

Noeud( 6, [] ) ] ) ;
Noeud( 5, [] ) ;
Noeud( 8, [

Noeud( 3, [] ) ;
Noeud( 4, [] ) ] ) ] )

est alorsassociéau premier arbred’entiers représenté graphiquement dans l’exemple II.1.

2.3 Taille d’un arbre

Déf. I I .4 (Tailled’un arbre) La taille d’un arbre d’entiers est le nombre de nœuds contenus dans
l’arbrea. Nous la noteronsT (a).

Exemple I I .3 (Tailles) La tailledes troisarbres de l’exemple II.1 est de7.

Question I I .18 Écrire en CaML une fonction taille de type arbre -> int telle que l’appel
(taille a) renvoie la taille de l’arbre d’entiers a. Cette fonction devra être récursive ou faire
appel à des fonctionsauxiliaires récursives.
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2.4 Hauteur d’un arbre

Déf. I I .5 (Hauteur d’un arbre) Les branches d’un arbre relient la racine aux feuilles. La hauteur
d’un arbrea est égaleau nombred’arcs de la branche la plus longue. Nous la noteronsH(a).

Exemple I I .4 (Hauteur d’un arbre) Les hauteursdes troisarbresde l’exemple II.1 sont respective-
ment 2, 3 et 3.

Question I I .19 Donner unedéfinition de la hauteur d’un arbrea en fonction de∅ et S(a).

Question I I .20 Considérons un arbre d’entiers de taille n. Quelle est la forme de l’arbre dont la
hauteur est maximale? Quelle est la forme de l’arbre dont la hauteur est minimale? Quelle est la
hauteur de l’arbreen fonction den dansces deux cas?

Question I I .21 Écrire en CaML une fonction hauteur de typearbre -> int telle que l’appel
(hauteur a) renvoie la hauteur del’arbred’entiersa. Cette fonction devra êtrerécursiveou faire
appel à des fonctionsauxiliaires récursives.

2.5 Profondeur d’un nœud

Déf. I I .6 (Profondeur d’un nœud) La profondeur d’un nœud n dansun arbrea est égaleau nombre
d’arcs entre la racineet lenœud dans l’arbre. Nous la noteronsP(n, a).

Exemple I I .5 (Profondeur d’un nœud) Les profondeursdu nœud 7 dans les troisarbresde
l’exemple II.1 sont respectivement 0, 2 et 3.

2.6 Arbres d’entiers en tas

Déf. I I .7 (Arbre d’entiers en tas) Un arbred’entiers est en tas si les valeurs contenues dans les fils
de la racinesont toutesstrictement supérieures à la valeur contenue dans la racineet si les fils de la
racinesont en tas.

Exemple I I .6 (Arbres d’entiers en tas) Le premier arbre de l’exemple II.1 n’est pas en tas. Par
contre, les deuxièmeet troisièmearbresdu mêmeexemplesont en tas.

Question I I .22 Exprimer la définition précédente sous la formed’unepropriétéAT (a) qui est vraie
si et seulement si a est un arbred’entiersen tas. AT (a) est écriteen exploitant ∅, E(a) et S(a).

Question I I .23 ÉcrireenCaML unefonctionvaliderAT detypearbre -> bool tellequel’ap-
pel (validerAT A) renvoie la valeur true si la propriété AT (A) est vraie et la valeur false
sinon. L’algorithme utilisé ne devra parcourir qu’une seule fois l’arbre. Cette fonction devra être
récursiveou faireappel à des fonctionsauxiliaires récursives.

3 Arbrebinomial d’entiersen tas

3.1 Définitions

Déf. I I .8 (Arbre binomial d’entiers en tas) Un arbre binomial d’ordre k d’entiers en tas est un
arbrenon vided’entiersen tasdéfini récursivement par :

– L’arbre d’ordre0 necontient qu’un seul nœud;
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– La racined’un arbred’ordrek+1 possèdek+1 filsqui sont tousdesarbresbinomiauxd’entiers
en tasdont lesordres sont strictement décroissantsdegauche(ordrek) à droite (ordre0).

Question I I .24 Donner un exemple d’arbrebinomial d’entiers en tas pour chacun des ordres 0, 1, 2
et 3.

3.2 Construction d’un arbrebinomial en tas

La structure d’arbre binomial en tas permet de composer deux arbres d’ordre k pour obtenir un
arbre d’ordrek + 1 avec unecomplexitéO(1).

Question I I .25 Montrer que tout arbre binomial A d’ordre k + 1 d’entiers en tas est composé de
deux arbres binomiaux B et C d’ordre k d’entiers en tas tels que l’arbreA est obtenu à partir de B

en ajoutant C comme fils le plus à gauche : la racine deA, égale à la racinedeB, a comme listede
fils, degauche à droite, C suivi desfilsde la racinedeB.

C

B

3.3 Propr iétés d’un arbre binomial en tas

Question I I .26 Calculer la tailled’un arbrebinomial d’ordrek.

Question I I .27 Calculer la hauteur d’un arbrebinomial d’ordrek.

Question I I .28 Montrer que lenombredenœudsdeprofondeur p dansun arbrebinomial d’ordrek,

avec k ≥ p est égal au coefficient du binôme

(

p

k

)

.

3.4 Validation d’un arbrebinomial en tas

Question I I .29 Exprimer la définition équivalente proposée à la question II.25 sous la forme d’une
propriétéABTk(a) qui indique que a est un arbre binomial en tas d’ordre k en exploitant ∅, E(a) et
S(a).

Question I I .30 Écrire en CaML une fonction validerABT de type int -> arbre -> bool
telle que l’appel (validerABT k A) renvoie la valeur true si la propriété ABTk(A) est vraie
et la valeur false sinon. L’algorithme utilisé ne devra parcourir qu’une seule fois l’arbre. Cette
fonction devra être récursiveou faireappel à des fonctionsauxiliaires récursives.

4 Tasbinomial

Lastructurede tasbinomial consiste àutiliser unesuited’arbresbinomiaux en tas, soit vides, soit
d’ordre strictement croissant, pour représenter un ensemblede taillequelconque.
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4.1 Définitions

Déf. I I .9 (Tas binomial) Un tasbinomial est unesuited’arbresbinomiaux a0, . . . , al telsque, soit ai

est vide, soit ai est un arbrebinomial d’ordre i. Si le tasn’est pasvide, alorsal 6= ∅.

Déf. I I .10 (Signature d’un tasbinomial) Soit a0, . . . , al un tas binomial, sa signature est une suite
s0, . . . , sl tellequesi = 0 si et seulement si ai est videet si = 1 sinon.

Déf. I I .11 (Tailled’un tasbinomial) La taille d’un tas binomial est la somme du nombre de nœuds
contenus dans lesarbres qui composent le tas t. Nous la noteronsT (t).

Question I I .31 Calculer la tailled’un tas binomial a0, . . . , al à partir desa signature.

Question I I .32 Montrer que la signatured’un tasbinomial nedépend quede la tailledu tas.

4.2 Repr ésentation des tasbinomiaux en CaML

Untasbinomial est unelisted’arbresd’entiers. Il est doncreprésentépar letypearbres (voir 2.2).

4.3 Validation d’un tasbinomial

En préliminaire, nous allons réaliser une opération de validation d’une liste d’arbres qui vérifie
qu’ il s’agit bien d’un tasbinomial.

Question I I .33 Exprimer la définition II.9 sous la formed’unepropriétéTB(t) qui indiqueque t est
un tasbinomial.

Question I I .34 Écrire en CaML une fonction validerTB de type arbres -> bool telle que
l’appel (validerTB T) renvoie la valeur true si la propriété TB(T) est vraie et la valeur
false sinon. L’algorithme utilisé ne devra parcourir qu’une seule fois le tas. Cette fonction devra
être récursiveou faireappel à des fonctionsauxiliaires récursives.

4.4 Ajout d’une valeur dans un tasbinomial

Lapremièreopération consisteàinsérer unevaleur dansun tasbinomial en préservant sastructure.
Nous faisons l’hypothèseque le tasbinomial necontient pasdéjà cettevaleur.

Question I I .35 Montrer que la signature du tas résultant de l’ajout d’une valeur à un tas est égale
au résultat de l’ incrémentation binaire de la signature de tas initial. En déduire un algorithme pour
l’ajout d’unevaleur dansun tasbinomial.

4.5 Fusion de tasbinomiaux

La deuxième opération consiste à fusionner deux tas binomiaux, c’est-à-dire construire un tas
binomial qui contient lesmêmesvaleurs que les deux tasbinomiaux que l’on souhaite fusionner.
Nous faisons l’hypothèseque lesdeux tasbinomiaux sont disjoints, c’est-à-direqu’ ilsnecontiennent
pas les mêmes éléments.

Question I I .36 Montrer que la signaturedu tasrésultant de la fusion est égaleau résultat de l’addi-
tion binairedes signaturesdesdeux tas initiaux. En déduireun algorithmepour la fusion dedeux tas
binomiaux.

4/4


