Lycée Fabert. MP/MP*. Option Informatique. 10.03.2021

Fonctions booléennes. T.D.20.

Soit n € N*. On convient de confondre les booléens « vrai » et « faux » avec les entiers 1 et 0. On
appelle fonction booléenne toute application :

{0,1}" — {0,1}
(X1, xn) —> f(x1,...,2)

f

A Un opérateur universel

1. Dans cette question, on se place dans le cas ou n = 1.

Pour chaque fonction booléenne f de {0,1} dans {0,1}, donner une expression de f(z;) a
I’aide de la variable x1, de 'opérateur — et des booléens 0 et 1.

On revient au cas général : n € N*,

2. Soit f une fonction booléenne. Justifier I’égalité :
V(@1, .. zn) € {0, 1} fz, ..oy @p) = [0 = f(21,. .., 21, D]A[(m2n) = f(21, ..., 2021,0)]

3. Soit n € N*. Montrer que toute fonction booléenne de {0, 1}" dans {0, 1} peut s’écrire a I’aide
des opérateurs —, A et V et des variables z1, s, ..., x,.

4. On pose A1 B = (—A)V(—=B). Montrer que toute fonction booléenne peut s’écrire uniquement,
a 'aide de l'opérateur 1 et des variables xq, xs, ..., T,.

B Formule croissante

On munit {0, 1}" de 'ordre produit :
(1, ..y 20) < (Y1, -, Yn) <= Vi € [1,n], z; <y

On dit qu’une fonction booléenne f est croissante lorsque :

ny2
V(z,y) € ({0,1}")", 2 <y = f(z) < f(y)
5. Dans cette question, on se place dans le cas oun = 1.
Pour chaque fonction booléenne de {0,1} de la question 1., précisez si elle est croissante ou
non.
On retourne dans le cas général : n € N*.

6. Donner un exemple de fonction f telle que ni f ni —f ne soit croissante. (On justifiera soi-
gneusement le contre-exemple).

7. On suppose que f :{0,1}" — {0, 1} est croissante. Alors peut-on affirmer que :
fo:(xy,..,xpn1) = f(x1, . 20-1,0) et f1:(21,...,20-1) = f(x1,...,2,_1,1) sont croissantes ?
(On donnera une preuve ou un contre-exemple).

8. Si f est croissante, montrer que f; = fo V fi.

9. Montrer que la fonction f est croissante si et seulement si elle est équivalente a une formule
écrite a ’aide des opérateurs A et V, des variables x1, xs, ..., x, et des fonctions constantes a
0et 1.



